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Одним из путей оценки физико-механи-

ческих свойств волокон является математиче-
ское моделирование их молекулярной структу-
ры. Возможна следующая модель [1, 2, 3]. При-
нимается, что структура состоит из частиц раз-
ных типов, взаимодействующих друг с другом с 
силами, зависящими от расстояния между ни-
ми. Некоторые из частиц связаны жесткими не-
деформируемыми связями. 

Равновесную конфигурацию такой сис-
темы можно искать из условия минимума ее 
потенциальной энергии. 

Пусть ir , i = 1, 2, ..., n – радиусы-векторы 
частиц, образующих систему. На нее наложе-
ны жесткие геометрические связи 

( )( )2 21 0,
2ik i k ikF r r= − − =               (1) 

где ir , kr  – радиусы-векторы двух жестко свя-
занных частиц; ik  – заданное расстояние ме-
жду ними. 

Пусть V – потенциальная энергия, тогда 
равновесные конфигурации можно найти как 
стационарные точки решений следующей сис-
темы дифференциальных уравнений: 
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ikλ  – множители Лангража. 
Таким образом, уравнения (2) можно пе-

реписать в следующем виде 
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где t – фикcированное время; k ∈ i означает но-
мера частиц (k), жестко связанных с данной i-й 
частицей. 

Дифференциальные уравнения (4) не 
описывают реальное движение молекулярной 

системы. Поэтому t названо фиктивным вре-
менем. Однако равновесная конфигурация, 
полученная с помощью (4), будет соответство-
вать действительности. 

Если дискретизировать время, то (4) в 
разностном виде может быть представлено в 
явной и неявной формах: 

явная форма – 
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неявная форма – 
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где τ – шаг по времени; верхний индекс везде 
означает номер момента времени 

1n nt t+ = + τ .                (8) 
Уравнения связей (1) являются нелиней-

ными. Однако при небольших перемещениях 
частиц (в пределах малого шага по времени) 
уравнения можно линеаризировать: 

( ) ( )1 1n n n n nik ik
i i i k ik

i k

F Fr r r r F
r r

+ +∂ ∂
− + − = −

∂ ∂
             (9) 

или, согласно (1), 

( ) ( )1 1 .n n n n n n n
i k i k i k ikr r r r r r F+ +− − − + = −            (10) 

Если, воспользовавшись явной схемой 
(6), выразить с ее помощью 1n

ir
+ , 1n

kr
+  и затем 

подставить их в (10), то получим линейную 
систему уравнений для вычисления множите-
лей Лагранжа 

( ) ( 1 12 2 2n n n n n n n
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которую сокращенно можно записать в виде 
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Здесь выражения для iksE , sR  в силу их гро-
моздкости не приводятся, но они легко могут 
быть получены. 

В матрице E будут нулевые элементы 
для несвязанных между собой пар частиц. 

Решая систему (12), находят все 1n
ik
+λ , а 

затем с помощью (6) – положения частиц: 
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i i i ik i k
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Шаг по времени выполнен. 
На следующем шаге операции (12), (13), 

(8) повторяются до прихода системы в равно-
весное состояние, т.е. до момента, когда 

1n n
i ir r+ − < ε  для всех 1, .i N=             (14) 

Если рассматривается молекулярная 
цепочка, что особенно интересно при изучении 
структуры волокон, то система (12) примет 
следующий простой вид: 

1 1 1
1 1 .n n n n n n n

k k k n k k kA B C D+ + +
− +λ + λ + λ =             (15) 

Здесь выражения для n
kA , n

kB , n
kC , n

kD  
не приводятся, но также могут быть легко по-
лучены из (11) (изменены только обозначения 
для множителей Лагранжа). Частицы выстраи-
ваются в цепочку, 1n

ik
+λ  – соответствует связи, 

соединяющей k и k+1 частицы. Для удобства 
следует ввести также фиктивные связи на кон-
цах цепочки: 

1
0 0n+λ =  и 1 0.n

N
+λ =              (16) 

Уравнения (15) эффективно решаются с 
помощью метода прогонки [4]. Прямой ход и 
вычисление прогоночных коэффициентов n

kL , 
n
kM  выполняются по формулам: 
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Для запуска прямого хода, согласно (16), 
1

0 0n+λ = . Находим 1 1 0n nL M= = . 
Обратный ход производится по форму-

лам 
1 1
1 .n n n n

k k k kL M+ +
−λ = λ +  

Начальное значение для обратного хода 
1 0n

N
+λ = . 

Если рассматривается волокно, состоя-
щее из множества взаимодействующих моле-
кулярных цепочек, то вся вычислительная 
процедура (13), (15), (17), (18), (19) целиком 
сохраняется. 

Если внутри волокна наряду с цепочками 
присутствуют кристаллические образования, 
то в систему дополнительно подключаются 
уравнения вида (12). 

Численные эксперименты показывают, 
что можно существенно ускорить вычисления, 
если от явной схемы (6) перейти к неявной (7). 
Она позволяет существенно увеличить шаг по 
времени. Уравнения (7) и (10) являются ли-
нейными относительно множителей Лагранжа 
и нелинейными относительно 1n

ir
+ . Поэтому в 

вычислительную процедуру приходится вклю-
чить метод Ньютона для определения 1n

ir
+ . На 

каждом шаге по времени выполняется не-
сколько итерационных процедур. 

При моделировании молекулярных сис-
тем необходимо вводить отношение близости 
[5]. Пространство покрывается сеткой, разби-
вающей его на кубические ячейки. 

Взаимодействующими считаются части-
цы, оказавшиеся в одной или соприкасающих-
ся ячейках. Соответственно выбирается раз-
мер стороны ячейки. 

Если исследуется не только структура, 
но и движение молекулярной системы, то вме-
сто (6) и (7) берутся уравнения: 
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В этом случае t – не фиктивное, а реаль-
ное время. Описанные выше вычислительные 
процедуры при переходе к динамике практиче-
ски те же, что и при вычислении равновесных 
конфигураций. Численные эксперименты пока-
зали, что при поиске такой конфигурации це-
лесообразно чередовать шаги по статической 
(7) и динамической (21) моделям, с помощью 
чего удается миновать множество локальных 
минимумов и найти наиболее вероятные кон-
фигурации. Такая процедура эффективнее 
традиционных способов конформационного 
анализа [6] и броуновской динамики [7]/ 

При решении чисто динамических задач 
более быстрой является схема (21) с итера-
циями по методу Ньютона. 

Численные эксперименты с молекуляр-
ными системами требуют больших затрат ма-
шинного времени. Поэтому целесообразно вы-
полнять их с помощью многопроцессорных су-
перкомпьютеров или на компьютерах, соеди-
ненных в сеть. 
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Заключение 
 

Предложены усовершенствованные ал-
горитмы, позволяющие рассчитывать молеку-
лярные структуры волокнистых материалов. 
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